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On va proposer de traiter en développement un exemple significatif: Ia fonction I" d'Euler.
Cette fonction prolonge l'exponentielle a I'ensemble des réels (H.Prog.: et aussi des complexes, en fait, saufen certains points).

Pour tout x €]0;+oo[, I'application ¢ > t""'e " est intégrable sur ]0;+oo].

On appelle fonction I d'Euler l'application I': ]0;+00[ >R, I'(x) = f t7edt .
0

Outils-Equivalence

- Equivalence

- Intégrale de référence de Riemann en 0

- Testdux®

- Intégration par parties

- (in"Intégrales dépendant d'un paramétre"): Corollaire p.220, Monier 3

- Changement de variable.

- (in"Intégrales dépendant d'un paramétre"): th. de dérivabilité sous le signe intégral.

Développement

A. Existence (intégrabilité).

10; +00[X]0; +oo[ = R
Notons F: —l
(x,t)>1"e

F(x,.):t > t"'e" est continue sur |0;+oo[, € ce qui nous raméne ds le cadre de la lecon 221.
- Etude sur ]0;+o00[

Pour xe]0;+oq[ fixé, l'application 7 (x,.):¢ > t"'e”" est continue sur ]0;+oo[, positive ou nulle.

- Etude ala borne 0:

F (x,t) ~ 17", et 1+ 1" estintégrable sur ]0;1] car x—1>—1,ie -(x-1)<1 (Equivalent a I'Intégrale de Riemann en 0).
1-0"

Donc F(x,.) est intégrable sur ]0;1].

- Etude ala borne +oo:

£'F(x,t)=t""¢" = 0,donc F(x,.) est intégrable sur [1;+oo[ (Test du x* en o).

- Finalement, F(x,.) est intégrable sur ]0;4oo].

B. Lien avec la factorielle.

a) Mq vxe]0;+[, IM(x+1)=xI(x)
Soit (8, T) €]0;1]x[1; +oo[. (on se raméne sur un compact). On a, par une intégration par parties:

T T T
T
jtxe_’dt = [—txe_'] +jxtx_le_’dt =ge*-T¢"+ xj t e dt
£ ¢ £ &
D'ou I'on déduit, en passant a la limite quand € > 0 et T — oo
oo +oo
[(x+1) = I t'e”'dr = xJ. t*e”'dt = xI'(x)
Def 0 0 Def
b) Mq VneN, I'(n+1)=n!
+oo

+oo
On raisonne par récurrence sur n. F(l) = I e 'dt= [—eit :'0 =1=0!
0

Etsi r(n+1)n!,alors F(n+2)=(n+1)F(n+2)=(n+1)n!=(n+1)! (en utilisant le résultat du a)
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C. Régularité: T est C” sur ]0;+=[, et expression de I «in "Intégrales dépendant d'un paramétre".
oo
Montrons que I' est C* sur ]0;+0o], et que VKeN, ¥xe]0;+oo[, "’ (x) = I (ln t)k te7dt .
0

10; +oo[X]0; +oo[ - R
Notons F': (x t) sy g = Ein() -1
_ F Jd'F _ .
Comme I'exponentielle est C=, les a—,...,—a —,...existent et sont continues sur ]0; +eo[x]0; +oo[ .
X X

k

JF
De plus: VkeN, V(x,t)e ]0; +oo[x]0; +oo , a—k(x t)=(In 1) t7'e” (par récurrence sur k).
X

Soit K une partie compacte incluse dans ]0;+oo[. Il existe (a;b)eR2tel que: 0 <a <1< bet K c[a;b].

En posant de tels a et b, on aura, dans le "Max" de l'expression ci-dessous, 1'un des deux exposants (b-1) positif, et I'autre (a-1)
négatif. Le Max sera donc tP1 pour t>1, et t=1 pour t<1 (pour t=1, c'est indifférent).
—t

. P PP _ k a-1 _b-1
Notons pour keN: ¢, | :]0;+oo[— R l'application définie par: Vte]0;+oo[, @ , (t) —|lnt| Max(l‘ ,t )e

En tant que produit et par composition, ¢, , est continue, =0, intégrable sur ]0;+oo[.

Par ailleurs, on a: V(x,1) e Kx]0;+oo[, <g, (1)

d'F
—Ix,t
— (1)

k

Ainsi, pour tout k de N, ——existe et est continue sur ]0;+00[X]0;+o[, et vérifie I'nypothése de domination locale sur
ox

]0;400[X]0;400].
Le résultat voulu découle du Corollaire p.220, Monier 3 (intégrales a parametres).

D. Une valeur: I'(1/2) = V. (+Gourdon) €in "Intégrales dépendant d'un parametre".

1 o ) +oo o
F(Ej = I t Ae 'dt = J. 2¢™" du , en utilisant le changement de variable u = \/;
0 0

(GOU p.163) L'intégrale I = I ¢ du s'appelle I'intégrale de Gauss. Gourdon donne 2 méthodes de calcul.
0
Son calcul est plus simple avec un corollaire du Th. de Fubini, mais c'est hors sujet ici.
1 —(r2+1)x2
e
On consideére g:[0;4+®[>R, g: x> Jz—dt.
o 17+1
—(tzﬁ—l)x2
e
La fonction (7,x) 2—1 admet une dérivée partielle continue. On en déduit (th. de dérivabilité sous le signe intégral)
+
. , i —(12+1)x2 2 ; ()
que g est dérivable et que: Vx>0, g (x) = —2xje dt =—2xe Ie dt .
0 0
Apreés le changement de variable u=tx, il vient:

X

g'(x)= —26‘”2J-e_”zdu ==2f"(x)f(x), 00 f:xt> J.e_”zdu :
0 0
En intégrant, on déduit:

vx20, g (x)-g(0)=-(f*(x)-*(0)),donc g(x)=§—f2 (x) ®

1
Les inégalités 0< g (x) < e”z_l‘

0

~ entrainent lim g (x) =0, et la fonction f étant positive, on en déduit avec (*) que:
1+1¢ 3osee

limf(x) = z , ce qui s'écrit 1 = J‘e":dt =ﬁ_
X0 4 2

0
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Fonction T d'Euler

Monier 3 p220.
Gourdon p162.

Finalement, F(%j =2] = \/;

E. Convexité. €in "Intégrales dépendant d'un parametre". (Monier 3 €x.2.5.57 p.224)

D'apres C, T est C2 sur ]0;+0o[, et comme pour tout x de ]0;+o[ona I'"(x) = j (In t)2 t"'e”'dt >0, T est convexe sur ]0;+oo].

F. Equivalent en 0.

0

in "/ntégrales impropres": on admet que I" est continue sur ]0;+oo].

¢ C(x+1) _
On a, d'apres B, pour tout x de ]0;4oo], F(x):—_ Comme I est continue sur ]0;4+oco[, on a donc:
X
N 1
I'(x+1)=Tr(1)=0!=1,dou F(x)»(;—_
x—0 x

G. Allure de la courbe.

o

lll. Notes

Graphe de la fonction I le long de I'axe x Réel tout entier (pas juste R+).
25 .

T
gammalx)

|
5 f
. /.

L
=
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(Wikipedia) Le logarithme de la fonction gamma est parfois appelé Ingamma. Il intervient notamment dans la résolution des
problémes de propagation d’ondes : I'équation fonctionnelle de la fonction Ingamma est :

Inl'(z)=ImIl(z+1)—In(z) .

La premiére occurrence de la fonction gamma dans la littérature est due a Daniel Bernoulli dans une lettre a Christian
Goldbach.

St.- Pétersbourg ce 6 octobre 1729, 2™ Bernoulli
P.S. Voici le terme général pour a suite 1 +1.2+1.2 3+ele.

Soit x I'exposant du terme, et 4 un nombre infini, je
dis que le terme général sera

x—1
(A+%) (1;:'1;:'3:-:""2’:'?4:?)
Si au lieu de prendre 4 infiniment grand, on le fait =
4 un nomhre un peu grand, on aura le terme général
3 peu pres. Si x—} et quon fait /—8 on aura
ViE-1.3-18- 431019 =1,3005

par le moyen des logarithmes on approche trés vite-
ment. Si =23 et A—16, au lieu de 6 on treuve
(6-174.173): 17. 18 = 654

En notation moderne . . |
. T\ Do+

o= Ji (01 +3) ]




